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INTRODUCCION

.~ La Trigonometria tiene grandes aplicaciones en la matematica como en otras
/ ciencias de contexto mas real. Por ejemplo, la topografia, agrimensura, geodesia,
- cosmografia, etc.

i

?0

La topografia (que significa descripcion del terreno) es una disciplina cuya
aplicacion esta presente en la mayoria de las actividades humanas que requieren
del conocimiento de la superficie de un terreno. La topografia constituye un
elemento indispensable, en la realizacion de obras civiles, tales como: acueductos,
canales, vias de comunicacion, embalses etc, también en la elaboracion de
urbanismos, en el catastro, en el campo militar, asi como en la arqueologia, y en
muchos otros campos.
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Para el calculo de distancias en levantamiento de terrenos, se aplica un método
. denominado triangulacion, que consiste en la determinacion de las coordenadas de
| una serie de puntos distribuidos en triangulos, partiendo de dos conocidos que
‘\definen la base, y midiendo todos los angulos de los triangulos.
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Esto permitiria calcular el area de figuras poligonales, generalmente
irregulares; descomponiéndolos en triangulos. La triangulaciéon viene a ser
un esqueleto basico, compuesto por triangulos, de los cuales se apoyaran el
resto de los métodos topograficos.

Calcular distancias inaccesibles,
mediante la triangulacion, es una
tarea general en la ingenieria

En el movimiento de tierras de obras
minera, se hace triangulacion la
superficie de trabajo.

Triangulation

Satellite

_Satellite »

. %
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0

0

Satellite

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-|

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios



!
UN /[ ¢ QUE SIGNIFICA RESOLVER UN TRIANGULO? ]

/S
/

Resolver un triangulo significa calcular las medidas de sus elementos
fundamentales, tales como las longitudes de sus lados y las medidas de
sus angulos. Para ello se parte de cierta informacidén que se proporcione
sobre el triangulo, que haga posible dichos calculos.

B
‘ En el triangulo ABC mostrado, convencionalmente:

BCHEEFIG

* a, b y c: longitudes de los lados BC, AC y AB;
respectivamente.

* A, B y C: medidas de los angulos interiores del
triangulo, asociado a su vértice correspondiente.

También se puede calcular las longitudes de sus

elementos auxiliares como las lineas notables, sus radios

notables; determinando posteriormente relaciones entre

ellos y posibilitando el calculo de su area correspondiente
C de varias formas.
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| TEOREMAS FUNDAMENTALES |

Ven Urbg@0a@ooa@lrid
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[ |. TEOREMA DE SENQOS J

En todo triangulo se cumple que la razén entre las longitudes de sus lados y
el seno de la medida de su angulo opuesto correspondiente es constante.

En el triangulo ABC mostrado, con la convencion anterior:

S

a b c
sen(A) sen(B) sen(C)

C VT Demostremos:
AAHB: BH = c - sen(A)

* Trazamos la altura BH:
ABHC: BH = a - sen(C)

%
§
1
S
§ \

Ilgualando: a - sen(C) = c-sen(A) — sena(A) = sen(C) " (1)
(% | 4AQC:CQ =b-sen(A)
0 UIEFEIOSIE e Y 4BQC: CQ = a - sen(B) De(1)y(2) _____________________________________ |

a b C

Ilgualando: b -sen(A) =a-sen(B) -

sen(A)
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[ COROLARIO ]

En todo triangulo se cumple que la razon entre las longitudes de sus lados y el seno
de la medida de su angulo opuesto correspondiente es constante, siendo esta
constante la longitud del didmetro de la circunferencia circunscrita a dicho
triangulo.

0@

En el triangulo ABC mostrado, con la convencion anterior:

a b ¢ or | R longitud del
—\D sen(A) sen(B) sen(C) circunradio
Demostremos:

> * Trazamos el diametro ADy luego DB: m#zABD = 90°
C
MAADB = m4ACB = C

AABD: AB = (AD)sen(C) = ¢ = (2R)sen(C) =

2
i~
m 0 ;
2
& SPG)
£ WA
R

g?@

= 2R
sen(C)

a b C
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{ SEMIPERIMETRO DE UN TRIANGULO J

Partimos del teorema de senos
a b C

sen(A) N sen(B) N sen(C) = 2R
Por propiedad de proporciones
a+b+c L
sen(A) + sen(B) + sen(C)
Considerandoque2p =a+ b +c
=k = 2R

4cos (g) cos (g) CcoSs (g)

p = 4Rcos (g) cos @ - (g> J
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" ( PROBLEMA 01 )
Las longitudes de los lados de un triangulo ABC son: AB=9 u, BC=7 uy AC=5 u.
5 A 7 C) 9 B
calete sen(4) N sen(C) N sen(B)
sen(B)  sen(A4) sen(C)
A) 10 B) 12 CVALS D) 17 E) 21

bg©

O Wigoox
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' PROBLEMA 02 )
Las longitudes de los lados de un triangulo ABC son: AB=6 u, BC=7 uy CA=8 u,
calcule el valor de

csc(B) + csc(C)
cot(B) + cot(C)
A)7/3 B) 2 C) 13/8 D) 6/7 E)7/8

Ig@ca®coi@tr
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“@ ( PROBLEMA 03 (Material de estudio- ejercicio )
% {;’1 Eh7 triangulo ABC de lados BC = a, AC = by AB = c, se cumple

% | tan(4) _ 2¢—b  acule la medida del angulo A.

§ | tan(B) b

s A) 30° B) 45° C) 60° D) 90° E) 120°

bg©

e%’
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 PROBLEMA 04 :
En el triangulo ABC de lados BC=au, AC=buyAB =cu, se cumple
csc(A/2)csc(B/2)csc(C)/2 =8 SiR es el circunradio del triangulo
ABC (en u).

Focs

@

S 2
2
=
m X
2
&,
G o
VIHTINGOS
——

o Urig© .

Calcule 2° csc(B) N a-csc(A) N ¢ esciE
sec(A) sec(C) sec(B)

A) 2R B) 3R C) 4R D) 5R E) 6R

.

J
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& ' ( PROBLEMA 05 (EXAMEN DE ADMISION UNI 2015 - 1) A
S/ e

% En el grafico AB=AD=DC, calcule a (en grados)

g | ms B) 9 ) 10

§ || i ; “\
> e

670)
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[ Il. TEOREMA DE COSENQOS }

/ En todo triangulo se cumple que el cuadrado de la longitud de un lado, es igual a la
- suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos, menos el doble del
producto de dichas longitudes multiplicados por el coseno de la medida del angulo

P0R

que forman. A En el triangulo ABC mostrado, con la convencion anterior:

[ a’ = b% + c¢? — 2bc - cos(A) ] b% = a% + ¢ — 2ac - cos(B) ]

OOl

c? = a? + b? — 2ab - cos(C) ]

b

Demostremos: .
Trazamos la altura AH:

4 BHA: AH = csen(B); BH = c cos(B); HC = a — ¢ - cos(B)
A AHC: b? = (c-sen(B))? + (a — c - cos(B))?

c-sen(B)

c-cos(B) H a-—c-cos(B) C
a
Desarrollando: b? = c?sen?(B) + a? + c?cos?(B) — 2ac - cos(B
. -~ b? = a? + ¢ — 2ac - cos(B)

|
C Do, - N i
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[ CONSIDERACION ]

A partir del teorema de cosenos, podemos establecer lo siguiente

b? + ¢? — a?
i) a?=b?+c%*—-2b-ccos(A)..(1) | cos(A) = b

a% + c? — b?

2ac

ii) b? = a? + ¢? — 2ac- cos(B) ...(2) cos(B) =
)

a? + b? — c?

iii) c*> = a® + b% — 2ab - cos(C) ...(3) cos(C) = T

Ademas, al sumar las expresiones (1), (2) y (3) obtenemos

a? + b? + c? = 2bc - cos(A) + 2ac - cos(B) + 2ab - cos(C) l

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-|
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[ PROBLEMA 06 j
\§ - | Eneltriangulo ABC mostrado, AB=BC, AD=6 u, =
S DC= 10 uy DB= 14 u. Calcule el coseno de la
% medida del angulo DBC.
g | A) 11/14 B) 1/7 Gl
% D) 7/11 E) 2/7
A D o

bg©

6?@
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( PROBLEMA 07

En un triangulo ABC de lados AB = ¢, BC =ay AC = b, determine el equivalente
de la expresidn, en funcion de los lados del triangulo.

Focs

c-b-cos(A)+c-a-cos(B)+2a-b-cos(C)
c-a-cos(B)+a-b-cos(C)+ 2b:c-cos(A)

cog@e

Ca©

© Urig© .

a® + b? . b% + c? . a® + c? Db2+c2 E)a2+b2
a’ +c? ) b2 ) prt 2 7T e b? + c?

J
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PROBLEMA 08 (EXAMEN DE ADMISION UNI 2013 - 1)

Los vértices de un triangulo son: A(—1;—-1), B(1;2) y C(5;1). Calcule el coseno
del angulo BAC.

A) 0,789 B) 0,798 C) 0,879 D) 0,897 E) 0,987

OO,

(3

(5 Urig©
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‘ PROBLEMA 09 b
Resolver el triangulo ABC donde: AB =3 u; BC =5u; AC =7 u.
A) A = arccos (%); B = 120° C = arccos (E)
B) A = arccos (13 B =120% C = arccos (ﬁ)
C) A = arccos (?) o C = arccos G—z)
D) A = arccos ?) B = 120°% C = arccos (E)
E) A = arccos (1—3) B = 60°% C = arccos (11)
U J

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-I



U
&
5
=
=
2
P
% )
4 N\
VIHTINGOS

PROBLEMA 10

P0R

En un triangulo ABC, donde: AB = ¢,BC = a, AC = b; expresados en u, calcule la

@

medida del angulo C, sabiendo que: 2(a + 2b + c)(a + 2b — ¢) = 3b(2b + 3a)

J
|
[l
|
|
|
|
|
|
il
|
|
|
|
|
|

A) 60° B) arcsec(3) C) arcsec(4)
D) arcsec(5) E) arcsec(6)

©,

(3

bg©

@?@

J
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[ Ill. TEOREMA DE LAS PROYECCIONES J

En todo triangulo se cumple que la longitud de un lado es igual a la suma
de los productos de las longitudes de cada uno de los otros dos lados,
con el coseno del angulo que forman con el primer lado.

A

4

En el triangulo ABC mostrado, con la convencion anterior:

é )

[a =b - cos(C) + c- cos(B) } b =a-cos(C) + c-cos(A)

b

.

Demostremos: c=a-cos(B) +b-cos(A) |

Trazamos la altura AH:
* A BHA: BH = c - cos(B)...(proyeccion de AB sobre BC)

‘ * 4 AHC: HC = b - cos(C)...(proyeccién de AC sobre BC)

bcos(C)

Notamos que: BC = BH + HC ~a=c-cos(B) +b-cos(C) !
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\@ ' PROBLEMA 11 )
= En un tridngulo ABC, donde: AB = ¢,BC = a, AC = b; expresados en u, se sabe que
2 A) = B). Calcule el valor de
cos(A) = cos(B) e e
b —a-cos(C)
A)1 B) 2 C)1/2 D)3 E)1/3

Sio,
& D)
4 DX 2
A5 &
% o
> =
S
5 /R
"}C 2SS
> A
VIHTINGOS

® Mg
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< (PRrROBLEMA 12 )
S )

S} En un tridngulo ABC de lados AB = ¢, BC =ay AC = b, Se cumple que 2 _ b _°

3 4

% | Calcule el valor de K en la siguiente igualdad

S| cobma - cos?(€) 4 - cost 2

@ — d - COS 5 C - COS 5

A) 2 B) 3 C) 3/2 D) 4 E) 5
S CLAVE:C

@?0’
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§ ' [ PROBLEMA 13 )
S En un triangulo ABC de lados AB = ¢, BC =ay AC = b, determine el equivalente

% de la expresion

§ | c-a- cos(B) cos(C) + c- b - cos(A) cos(C) + c? - cos(A) cos(B)

@ ,\ sen(A)sen(B)

§ | Aa? B) b? C) c? D) c2/2 E) 2a?
S | CLAVE:C

87@
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 PROBLEMA 14

En un triangulo ABC, donde: AB = ¢, BC = a, AC = b; todos en u, se verifica que

c = 4b, calcule el valor de k en la siguiente igualdad.
a-cos(B)+c-cos(A)+1_ k-b
b - cos(A) + a - cos(C) ~a-cos(C) +b-cos(A)

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

J
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| PROBLEMA 15

En un triangulo ABC, donde: AB = ¢,BC = a, AC = b; todos en u, calcula la longitud

del lado AB. Si ademads: a - cos(53° + B) + b - cos(53° — A) = 24 u.

Sip,
A 2)
<& Td)
& ’\,q 4:7
A 7
% o
> =
S
S
"}( IS
> A
CEETED>

A) 20 B) 30 C) 32 D) 40 E) 48

v
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/{ IV. TEOREMA DE TANGENTES J

' Entodo triangulo se cumple que la diferencia de las longitudes de dos lados, es a
. su suma; como la tangente de la semidiferencia de las medidas de los angulos
opuestos a dichos lados es a la tangente de la semisuma de los mismos

0@

angulos. A En el triangulo ABC mostrado, con la convencién anterior:

Cx@Er

o
|
()
I
-+
O
=
—~
oy
|
(]
N

(s
&
=
7~ N
=
+(N
3
N——"
-

Urig© #
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Demostremos:

A , — _
Del teorema de los senos: — = sen(4) Por proporciones: a—b _ sen(A) — sen(B)

sen(B) a+b sen(A) + sen(B)

a—b ZSen(A;B)cos(A;B) _Sen(A;B)cos

(
a+b_25€n(A;B)COS(¥) _COS(AZ B)SEH(AZ B)

______________________________________________

Transformando:

| A—B
a—bztan(A—B)Cot<ﬁ> ...a—b:tan(AiB)
St B AT W N

Analogamente S ™ 9 P. YVEITE e

b—c tan(S5") ek tan (%)
DEiRC tan(B_zl_C) 8“Fc_tan(A-ZFC)

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
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Consideracion:

Si en un triangulo ABC sus lados AB,BCy AC miden ¢, a y b (en u),
respectivamente:

0@

g\ON,;(
®)
e
N
2\
#\2
~
=
=
< S
’.3,4 v”*
1576
Ji
J
J
|
J
|
/
I

—B A—B 4 )
a—b tan(=5—=) a—p tan(5—) A—By, [a—b\ [C
atb | (A+B) “a+b C "'tan( 2 ): at+b)°\2
@ n 2 COt(f) \_ )
S Analogamente:
% 4 h 4 A
Qg tan(B_C>—(b_C>cot(é) S=u _ (&2 .
N 2 b+c 2 tan( 2 >_(c+a)wt(§)
O AR ’
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! (PROBLEMA 16

0@

Calcule tan(

2 ++/3
) —

A;B)
5 - (

2 ++/3
4

)

V3

16

D)

Las longitudes de los lados de un triangulo ABC son: AB=7 u, BC=3 uy AC=5 u.

2 —+/3

V3
12

Ig@ca®coi@tr

@?0’
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 PROBLEMA 17 (5 PC CEPRE UNI 2023 - 1)

\_

En un triangulo ABC la medida del angulo C es 30°, ademas:

AC = 2+/3 — +/2; calcule la medida del &ngulo A.

BC = 2V3 + V2;

T V6 V2 T V6 2
A)Z—arctan 3 T )Z—arctan 3 St >
S V6 V2
)——arctan(\f+\/;) D)—+arctan(3 N 2)
5Tt V6 V2
E)?—arctan(3 + 2)

J
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PROBLEMA 18

Las longitudes de los lados de un triangulo ABC son: AB=21 u, BC=10uy AC=17 u.
C—A
Calcule aproximadamente 289sen? (T)

BCHE@ER

| A) 21/27 B) 21/17 C) 484/5 D) 486/5 E) 21
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 PROBLEMA 19 )
En un triangulo ABC de lados AB = ¢, BC =ay AC = b, se cumple que
Be=lC
c—b-cos(4) _ 3 (alcule el valor de tan( 2 )
b—c-cos(A) 5 A
tan ()
A) 2/5 B) 3/5 C) 4/7 D) 3/7 E) 1/4
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( PROBLEMA 20

En un triangulo ABC de lados AB = ¢, BC =ay AC = b, se cumple que

cot (BZ;A) = ]11tan (g) : cot (%) = 6tan (g)

sen(C)
sen(B) — sen(4)

Calcule

Ig@ra®cx@t

9?0’

A) 4 B) 5 C) 6 D) 7

.

E) 8
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rPROBLEMA 21 (5 PC CEPRE UNI 2023 - 1)

cog@e

En un triangulo ABC de lados AB=c, BC=a, AC=Db, Indique el valor de verdad de
las siguientes proposiciones.

I. a-sen(C) = c-sen(4) II. a? = b? + c¢? + 2bc - cos(A)
o B+C B b—c X B-C

N T T ey T T
A)VVV B) VFV C) FFF D) VVF E)VFF
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/[ PROBLEMA 22 (EXAMEN DE ADMISION UNI 2016 - I)

0@

En el paralelepipedo rectangular de la figura,

% " | calcule aproximadamente el valor 6.
§ fl 4u
Y | A 300 B) 45° C) 60°
8 ‘“ = Ve <.

| D) 75° E) 90° N

L :
RS CLAVE: C

@?0’
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PROBLEMA 23 (EXAMEN DE ADMISION UNI 2018 — 1)

En un triangulo ABC, AB=7 cm, BC=5cm y la mAC = 2m4#A. Calcule la longitud del
lado AC, en cm.

A) 2,9 B) 3,2 C) 3,8 D) 4,8 E) 5.2

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-|
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/( PROBLEMA 24 (EXAMEN DE ADMISION UNI 2022 -1 ) )
S / ’ — (a—b)
228 | Enun tridngulo ABC se cumple que msACB = 60°, ademas: =2J/3-3
&S :v‘/i A—B (CL + b)
% - | Calcule el valor de: 12 —2 - tan( > )
g - | A)6V3 B) 5v3 C) 4V3 D) 3V3 E) 2v3
§

@ﬁ@
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' | PROBLEMA 25 (EXAMEN DE ADMISION UNI 2019 — I

Bl coseno de la medida del menor angulo de un triangulo, cuyas longitudes de sus
lados son numeros enteros consecutivos, es 5/7. Calcule el coseno de la medida
del mayor angulo.

A)1/7 B)1/6 ) 1/5 D) 1/4 E) 1/3

@

B0

bg©

@?@

y
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' PROBLEMA 26 (6 PC CEPRE UNI 2018 - II )
En un tridngulo ABC (BC=a u AC=b u y AB=c u), se cumple
2(a+b+c)(a+b—c)=ab.Calcule cos(4 + B)

A) —3/4 B) — 3/5 C) 3/4 D) 3/5 E) 4/5

oo

ca©

o Urigon
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 PROBLEMA 27 (2 EXAMEN PARCIAL CEPRE UNI 2013 -I)

En un tetraedro regular, determine la medida del angulo formado por dos
medianas de las caras, si las medianas no se intersecan.

1 2 1
A)arccos| = B)arccos | = C)arccos| =
3 3 6
1 1
D)arcco s <7> E)arcco s (— §)

. J
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